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Введение 

С помощью определенного интеграла решаются разнообразные геомет-

рические и физические задачи, например, вычисление площадей, объемов, ра-

боты и другие.   

В учебном пособии приводятся краткие теоретические положения, при-

меры  решения  задач, практические задания  и пример аудиторной контроль-

ной работы по теме «Определенные интегралы».  Приведено определение опре-

деленного интеграла, изучаются  геометрический смысл и физические прило-

жения определенного интеграла, свойства определенного интеграла. Рассмот-

рено вычисление определенного интеграла  с помощью формулы Ньютона-

Лейбница,  интегрирование методом замены переменной в определенном инте-

грале,  интегрирование  по частям в определенном интеграле. 

Учебно-методическое пособие предназначено для бакалавров первого 

курса института информационных технологий, математики и механики  ННГУ, 

обучающихся по направлению подготовки  09.03.04 «Программная инженерия» 

и может быть использовано преподавателями при проведении практических за-

нятий, организации самостоятельной работы студентов. 
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1. Понятие определенного интеграла  

Пусть функция  xfy   определена  отрезке [a, b].  Разделим отрезок 

 bа   ,  на п произвольных частичных отрезков  точками kx  такими, что  

1210  nxxxxa  bxn  . Выберем на каждом частичном отрезке 

 ,,1 kk xx   nk ,1   произвольную точку ,ξ k  вычислим 1 kkk xxx   и значение 

функции в точке ,ξ k  т.е.  .ξkf     Составим  п-ую  интегральную сумму  

        .ξξ.......ξξσ
1

2211  


n

k
kknnn xfxfxfxf

 

Обозначим ,max kx .,1 nk 
 
 

Определение 1.1. Определенным интегралом от функции  xf  на отрезке 

 ba,   называется предел интегральных сумм 
nσ  при стремлении длины макси-

мального отрезка разбиения    к нулю, если этот предел существует, конечен и 

не зависит как от выбора разбиения отрезка  ba, , так и от выбора точек kξ  на 

отрезках разбиения, т. е. 

    .ξlimσlim
100

 


n

k
kkn

b

a

xfdxxfI


 

При этом число a является нижним пределом интегрирования, число b — 

верхним пределом интегрирования, отрезок   ba, — отрезком интегрирования, 

x — переменной интегрирования,  xf  — подынтегральной функцией.  

Функция  ,xf  для которой на отрезке  ba,  существует определенный 

интеграл    ,
b

a

dxxf  называется  интегрируемой на отрезке  .,ba  

Теорема 1.1.  (Теорема существования определенного интеграла). 

Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ba, , то определенный инте-

грал  
b

a

dxxf  существует. 

Непрерывность функции является достаточным условием ее интегрируе-

мости.  Определенный интеграл может существовать и для некоторых разрыв-

ных функций, в частности,  если функция  xf  ограничена на отрезке  ba,   и 

имеет на этом отрезке лишь конечное число точек разрыва, то она интегрируе-

ма на  .,ba   
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2. Геометрический смысл и физические приложения  

определенного интеграла 

Если   0xf  на  ba, , то определенный интеграл  
b

a

dxxf  с геометриче-

ской точки зрения (рис. 1) представляет собой площадь криволинейной трапе-

ции – фигуры, ограниченной линиями  xfy  , ax  , bx  , .0y    

Рис. 1. Площадь криволинейной трапеции 

 

Физические приложения определенного интеграла:                                                 

1) путь S , пройденный телом при прямолинейном движении с перемен-

ной скоростью  )(tvv   от момента времени  
1t   до момента времени 2t , опреде-

ляется формулой  

                                                     

2

1

)(
t

t

dttvS  

(переменной интегрирования является время t ); 

2) работа A  переменной силы  )(xFF   по перемещению материальной 

точки из точки ax   в точку bx  , если направление силы, а также направле-

ние перемещения совпадают с положительным направлением оси OX,  опреде-

ляется формулой 


b

a

dxxFA )(   

(переменной интегрирования является координата материальной точки x ). 

 

 

x

y

0

x=a x=b

y=0

y f x= ( )
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3. Свойства  определенного интеграла 

1. .0)( 
a

a

dxxf  

2. .)()( 
a

b

b

a

dxxfdxxf  

3. .)()())()((   
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  

4. ,)()(  
b

a

b

a

dxxfcdxxfc  где   c  – постоянное  число. 

5. ).,(,)()()( bacdxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

  

6. Если 0)( xf  на  ,,ba  то  

.0)( 
b

a

dxxf
 

Если 0)( xf  на  ,,ba  то  

.0)( 
b

a

dxxf  

7. Если )()( xgxf   на  ,,ba  то    


b

a

b

a

dxxgdxxf .)()(  

8. 
b

a

b

a

dxxfdxxf ,)(|)(|
         

.ba  

9.  ),()( xfdttf x

x

a















      
).()( xfdttf x

b

x















 

10. Если т и М – наименьшее и наибольшее значения функции  xf  на 

отрезке  ba, , то верны неравенства   

     .abMdxxfabm
b

a

  

11. Теорема о среднем. Если функция  xf  непрерывна на  ba, , то суще-

ствует точка   ba,  такая, что справедливо следующее равенство 

     .ξfabdxxf
b

a


 

Число       

   



b

a

dxxf
ab

f
1

ξ
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называется средним значением функции  xf  на отрезке  .,ba  

Пример 3.1.   Оценить определенный интеграл  

.
cos35

2

0
2





x

dx

 
Решение. Здесь ,

2
0


 x

 

  .
cos35

1
2 x

xf


     Так как  1cos0  x   при 

,
2

,0 










x       то   ,1cos0 2  x    ,3c o s30 2  x  .8cos355 2  x  Тогда   

5

1

cos35

1

8

1
2





x

  при .
2

,0 










x    Применив свойство 10,  имеем 

.
10cos3516

2

0
2




 



x

dx

  

Пример 3.2.   Оценить определенный интеграл  

.
2

1

2

 dxe x

 
Решение. Здесь ,21  x

 

  .
2xexf      Так как  ,41 2  x   если    ,21  x     то   

42

eee x    при   .2,1x   Применив свойство 10,  имеем 

.4
2

1

2

eee x 

  

 

4. Формула Ньютона-Лейбница 

Теорема  4.1.   Если функция  xf  непрерывна на  ba, , F (x) – первооб-

разная для функции f (x),  то справедлива формула: 

).()()()( aFbFxFdxxf
a

bb

a

  

Эта формула называется формулой  Ньютона-Лейбница  или основной 

формулой интегрального исчисления.  Она дает практически удобный метод 

вычисления определенных интегралов в том случае, если известна первообраз-

ная подынтегральной функции. 
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Таблица  основных неопределенных интегралов 

№ Основные неопределенные интегралы 

1 Cdx 0  

2 
1   ,

1

1








nC
n

x
dxx

n
n  

3 
,0,ln  xCx

x

dx
 

axCax
ax

dx



,ln  

4 ,Cedxe xx   

,
ln

C
a

a
dxa

x
x    1,0  aa   

5 Cxdxx  cossin  

6 Cxdxx  sincos  

7 
,tg

cos
2

Cx
x

dx


  
Znnx  ,

2



 

8 
   ,ctg

sin
2

Cx
x

dx


   
Znnx  ,  

9 Cxdxx  chsh  

10 Cxxdx  shch  

11 
Cx

x

dx
 cth

sh
2

 0x  

12 
Cx

x

dx
 th

ch
2

 

13 
,arccosarcsin

1 2
CxCx

x

dx


    

,1x  

,arccosarcsin
22

C
a

x
C

a

x

xa

dx
 

   

0,  aax

  

 

14 
,1ln

1

2

2
Cxx

x

dx



 

,ln 22

22
Caxx

ax

dx


   
0a  

15 
,1ln

1

2

2
Cxx

x

dx


  
,1x  

,ln 22

22
Caxx

ax

dx


  
0,  aax
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16 
,arcctgarctg

12
CxCx

x

dx
 


 

,arcctg
1

arctg
1

22
C

a

x

a
C

a

x

aax

dx
 

   

0a  

17 
,ln

2

1
22 







C

ax

ax

aax

dx

     

,0,  aax  

 

,ln
2

1
22 







C

ax

ax

axa

dx

     

0,  aax

 

 

 

Пример  4.1.    Вычислить   

.
1

0

 dxex
 

Решение. По формуле Ньютона-Лейбница имеем 

.101
1

0

1

0

 eeeedxe xx  

Пример  4.2.    Вычислить  

.
1

0

12


 dxe x
 

Решение. По формуле Ньютона-Лейбница имеем 

.1sh
222

1
1

0

121

0

12 


 eee

dxe
x

x  

Пример  4.3.    Вычислить  

.3cos
6

0





xdx  

Решение. По формуле Ньютона-Лейбница имеем 

.
3

1

2
sin

3

1

3

0sin

3

6

3
sin

3

3sin
3cos

6

0

6

0






x
xdx

 

Пример  4.4.    Вычислить   

.
cos

4

6

2



 x

dx

 
Решение.  По формуле Ньютона-Лейбница имеем 

3

3
1

6

π
tg

4

π
tgtg

cos
4

6

4

6

2










x
x

dx
. 
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Пример  4.5.   Вычислить     

  .32
1

0

2
  dxxe x

 

Решение.  Применив свойства 3  и  4 определенных интегралов, формулу  Нью-

тона-Лейбница,  имеем 

 

.01022

3232

01
1

0

31

0

1

0

1

0

2
1

0

1

0

1

0

2

eeexxe

dxxdxdxedxxe

x

xx



 

 

Пример  4.6.    Вычислить     ,
1

1




dxxf
  
если 

 








  .0  при   cos
      ,0  при           sin

xxe
xx

xf x  

Решение.

 

            


1

0

0

1

1

0

0

1

1

1

cossin dxxexdxdxxfdxxfdxxf x  

 




1

0

1

0

0

1

1

0

1

0

0

1

sincoscossin xexxdxdxexdx xx

 

   01sin11cos10sin1sin1cos0cos 01 eee  

.1sin1cos2  e  

Здесь мы применили свойства  3 и  5  определенных интегралов, формулу  

Ньютона-Лейбница. 

Пример  4.7.    Найти среднее  значение   функции   126 2  xxxf  на отрез-

ке  .1,0  

Решение.

 

  .4226126
1

0

1

0

2
1

0

3
1

0

1

0

1

0

2
1

0

2   xxxdxxdxdxxdxxx

 Здесь мы применили свойства 3  и  4 определенных интегралов, формулу  Нью-

тона-Лейбница.  Используя  свойство 11,  имеем

   .4)126(ξ
1

0

2   dxxxf  
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5. Интегрирование методом замены переменной  

в определенном интеграле 

Метод подстановки: 

 Пусть дан интеграл 

 
b

a

dxxf , 

где функция  xf  непрерывна на отрезке  ba, . Введем новую переменную t  

формулой    .tx   

Если 

1)  t  и  t  непрерывны на отрезке  ,,  

2)   a ,   ,b  

3) множеством значений функции  tx   при   ,t   является отрезок  ,,ba  

то справедлива формула 

       




 dtttfdxxf
b

a

. 

Эта формула называется формулой  замены переменной в определенном 

интеграле.  

При вычислении определенного интеграла  методом подстановки  воз-

вращаться  к старой переменной не требуется, не следует забывать менять пре-

делы интегрирования при замене переменной. 

Пример  5.1. Вычислить определенный интеграл 

 
2

0

24 dxx . 

Решение. В данном примере  ,0a .2b   Сделаем замену переменной 

,sin2 tx   тогда  , cos2 tdtdx    .
2

arcsin
x

t    Определим новые пределы ин-

тегрирования:  ,0
2

0
arcsin

2
arcsin 

a
  .

22

2
arcsin

2
arcsin


 

b
 

Следовательно, 




  
2

0

2

0

2
2

0

2
2

0

2

2

2 cos1
4cos4 cos2sin444



dt
t

tdttdttdxx  

  .0sinsin02
2

22sin22 cos22 2
0

2
0

2

0

2

0






 tttdtdt  
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Пример  5.2.   Вычислить  

.
42

35

0




dx
x

x
 

Решение. В данном примере  ,0a .5b  Положим    4 xt .  Тогда  

dttdxtx 2,42  . 

Определим новые пределы интегрирования: 

.39)5()(,24)0()(  tbttat   

Следовательно, 

    







3

2

3

2

3

2

3

2

2
3

2

2
25

0

12626)2(6
2

2)4(
3

4

3
tdtdttdtttdtttdt

t

tt
dx

x

x
 

    .85619223623262 2233
3

2

2
3

2

3  tt
 

Пример  5.3.   Вычислить  

 


e

xx

dx

1
2ln1

. 

Решение.  В данном примере  ,1a .eb    Применим подстановку   xt ln . То-

гда 
x

dx
dt  .   Определим новые пределы интегрирования: 

.1ln)()(,01ln)1()(  eetbttat   

Следовательно, 

 







1

0

1

0
2

1
2

arctg
1ln1

t
t

dt

xx

dxe

.
4

0arctg1arctg


  

Частным случаем замены переменной является приём подведения неко-

торой функции под знак дифференциала. Применяется, когда в подынтеграль-

ном выражении есть произведение  dxx)(  (дифференциал функции). 

Пусть требуется найти интеграл 

.)())(( 
b

a

dxxxf   

По определению дифференциала функции   ).()( xddxx     Тогда 

  
b

a a

bb

a

aFbFxFxdxfdxxxf )),(())(())(()())(()())(( 
  

где F (x) – первообразная для функции f (x). 

 

 

 



14 
 

Формулы наиболее часто встречающихся дифференциалов: 

 
1

dx d kx b
k

  , ,k bR , 0k  ,  ln
dx

d x
x
 , 

 21

2
xdx d x ,  2 31

3
x dx d x , 

 2
tg

cos

dx
d x

x
 ,  2

ctg
sin

dx
d x

x
  , 

 cos sinxdx d x ,  sin cosxdx d x  , 

 2
arctg

1

dx
d x

x



, 

 

 
2

arcsin
1

dx
d x

x



, 

 

)( xx eddxe  , 

 

)( xx eddxe   , 

 

)(2 xd
x

dx
 , .

1
2 










x
d

x

dx
 

 

 

Пример 5.4.   

 

.
3

5
ln

2

1
)3ln5(ln

2

1
12ln

2

1

12

)12(

2

1

12

2

1

2

1

2

1








x

x

xd

x

dx
 

Пример 5.5.   

 

.10cos
2

coscos)(coscos3sincos3 332

0

3
2

0

2
2

0

2 




xxxdxdxx
 

Пример 5.6.   

 

  .5ln5ln
2

1
2ln10ln

2

1
)1ln(

2

1

1

)1(

2

1

1

3

1

2
3

1
2

23

1
2








x

x

xd

x

xdx
 

Пример 5.7.   

 

   ))1cos(ln)(cos(ln)cos(ln)(ln)sin(ln
)sin(ln

1 1 1

exxdxdx
x

xe e e

 

.11cos0cos1cos   
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6. Метод интегрирования по частям 

Теорема  6.1.   Если функции     xuu   и  xvv   непрерывно дифферен-

цируемы на отрезке  ba, ,  то справедлива формула интегрирования по частям: 

.
b

a

b

a

b

a

vduuvudv  

Пример  6.1. Вычислить  определенный  интеграл      

.
1

0

dxxex
  

Решение. 

 
 




1

0

1

0

1

0

1

0

1

0 ,

,, xxxx
xxx

x exedxexe
edxevdxedv

dxduxu
dxxe  

.10 00101  eeeee  

Пример  6.2. Вычислить определенный интеграл  

.
1

0

2


 dxex x
 

Решение.  Пусть 2xu  , dxedv x , откуда xdxdu 2 , xev  . Тогда 


 


  




1

0

1

0

1

0

2
21

0

2 2
1

2
,

,2,
dxxe

e
dxxeex

edxevdxedv

xdxduxu
dxex xxx

xxx

x

 











 


 



1

0

1

0

1

0
2

21
2

1

,

,, xxx
xxx e

ee
dxexe

eedxevdxedv

dxduxu
 

.
52

2
23

e

e

ee


  

Пример  6.3.  Вычислить определенный  интеграл      

.cos
2

0





dxxx  

Решение. 


 




2

0
0

2
2

0

sinsin
sincos,cos

,,
cos






dxxxx
xxdxvxdxdv

dxduxu
dxxx



0

2cos01
2




x .1
2

10
2




 

 

 



16 
 

Пример  6.4.  Вычислить определенный интеграл      

.sin
2

0





dxxx  

Решение. 


 




0

2
2

0

cos
cossin,sin

,,
sin




xx
xdxxvdxxdv

dxduxu
dxxx

 

.10sin
2

sinsin0cos0
2

cos
2

)cos(

0

2
2

0

 














xdxx  

Пример  6.5.  Вычислить определенный интеграл      

.ln
1


e

dxx  

Решение. 

.1)1(1lnlnln

,

,,ln
ln

1
1

1
1






 eexeedxxx

xdxvdxdv
x

dx
duxu

dxx
e

e
e

e

 

Пример  6.6.  Вычислить определенный  интеграл      

.ln
2

1

2
 xdxx  

Решение. 

.
9

7
2ln

3

8

9

1

9

8
2ln

3

8

9
2ln

3

8

3

1
1ln

3

1
2ln

3

8

3
ln

3

3
,

,
1

,ln
ln

1

23

2

1

2

1

2
3

1

23

3
22

2

1

2











 































x

dxxdx
x

x
x

x

x
dxxvdxxdv

dx
x

duxu
xdxx
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 7.  Практические задания 

 Задание 1.  Вычислить определенные интегралы   

1.  dxxx
4

2

 2.   dxxex

7

5

2

 3.   
1

0

)32ln( dxx  4.  


7

1 43x

dx
 

5.  


2

0 cos23



x

dx
 6.   

4

0

2tg



xdx  7.  







 x

6
cos

2

0

2 


 8. 


3

2

2

cos3



 x

dx
  

9.  


2

1 12

24
dx

x

x
 10. 



2

1
2

35

2

7123
dx

xx

xx
 11. 



0 6
cos dx

x
 12. 

1

0

arctg dxxx  

13.   


0

2

7
1 xdxx  14. dх

х

х
 












1

0
21

1
2  15.  










3

1
4

2 1
dx

x
x   16.   



4

1

21 xdxx  

17.  
2

0

1 dxx  18.
 

dxexx x
 
1

0

2 )43(
 

19.   
1

0

1222 dxxx  20. dxxe x

2ln

0

2
 

21. 
2

0

2 cos dxxx  22.   
1

0

21 dxx x
 23.  

1

0

)43ln( dxx  24. 


5,0

5,0

arcsin dxx  

25. dxe x
 
2ln

0

1  26. dx
xx

x




1

0 )1(

arcsin
 27. dx

x

x




1

1 45
 28.  

 

1

0
xx ee

dx
 

29. 
2

0

2cos



xdx  30. 
2

0

3sin2sinsin



xdxxx
 

31. 
2

1

1

2sin dxxx  32.  
2

0

2sin



xdx  

33.  dxe
x

)1(
4

0

4
   34.   

e

dxxx
1

ln1  35.  
 

1

0
xx

x

ee

dxe
 36.  



4

01 x

dx
 

37. 






1

2
2 1xx

dx
 38. 



6

3 )5)(2(

32
dx

xx

x

 

39.
   

dx
x

x




4

1 24
 40.  

2

3

2sin

 ctg


 x

dxx
 

41.
 

dxxx 
3

2

7)3(  42. 


4

3
2

3

6

12
dx

xx

x
   43.  



3

2
2

3 1
dx

xx

x
 44.  



4

3
2

3

2

52
dx

xx

x
 

Задание 2.  Вычислить    

  ,
2

0

 dxxf
  
если 

 







  .21    при       2
      ,10    при           2

xx
xxxf  

Задание 3.  Оценить определенный интеграл  

1.  ,
sin27

2

0
2





x

dx

         
2.  ,2

3

2

2

 dxx

        
3.    .14ln

5

1

  dxx
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8. Пример аудиторной контрольной работы 

Вариант 1 

Задание.  Вычислить 

1.  
1

0

)32ln( dxx  2. dxxex

7

5

2

 3. dxe
x

)1(
4

0

4
   

4. 


2

0 cos23



x

dx
 5. 



4

3
2

3

6

12
dx

xx

x
   6.    



4

1

221 dxxx  

     

Вариант 2 

Задание.  Вычислить 

1.   
1

0

21 dxx x
 2. 

2

1

1

2sin dxxx   3. 


7

1 43x

dx
 

4. 


4

01 x

dx
 5. 



3

2
2

3 1
dx

xx

x
 6.    

3

0

342 dxxx  

 

Вариант 3 

Задание.  Вычислить 

1.  
1

0

)43ln( dxx  2.   
1

0

1222 dxxx  3. 


0 6
cos dx

x
 

4. 


3

2

2

cos3



 x

dx
 5. 



4

3
2

3

2

52
dx

xx

x
 6.

 
   

4

1

322 dxxx  

 

Вариант 4 

Задание.  Вычислить 

1. dxxe x

2ln

0

2
 2. 

2

3

2sin

 ctg


 x

dxx
 3.   

1

0

5
21 dxx   

4. dxe x
 
2ln

0

1  5. 


6

3 )5)(2(

32
dx

xx

x
 6.    

6

0

534 dxxx  
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